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Exemple d’espace vectoriel
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Notation vectorielle en 2
dimensions




Exemple d’espace vectoriel
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Scalaire vs Segment orienté

Dans I'exemple précédent, il y a deux notions :
1. Ladistance, qui est une notion numeérique avec une valeur
définie (p.ex. km), que nous appelons un scalaire.

2. Ladirection, elle, comporte une notion d’espace (origine, sens,
direction).



Segment orienté

Dans I'exemple précédent, nous avions un segment orienté partant
d’un point a et se terminant en un autre point b.

Notons que toute paire de points [V, v, ] définit un segment de
droite de maniere unique.

De plus, I'ordre donne la direction car v; = v, est de sens inverse a
v, = Vq.

Toute paire de points [v4, V5] donne donc la définition d’un
segment de droite orienté.



Segment orienté

Deux segments orientés sont dits équivalents s’ils sont
e paralleles,

e de méme sens,

* estde méme longueur.

En d’autre termes, I'équivalence de deux segments implique que
deux segments équivalents sont identiques, a une translation pres !

y //E /
x{/vza/ /

/ / [v1, v2] = la, b] = [x,y]



Vecteur

On appelle un vecteur, noté v, 'ensemble des segments équivalents
a un segment orienté [v4, v,].

[vy, U, ] est dit un représentant du vecteur v.

U est entiérement déterminé par :

 Une direction (droite),

* Unsens,

* Lalongueur, appelée la norme du vecteur est qui s’écrit ||V]].



Théoreme de Pythagore

La longueur du vecteur est { t

appelée la norme du vecteur et
se note comme suit

1]

et se calcule par 7] = \/v%—l—fug
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Notations (dans le plan)

Un vecteur ¥ = [vq,1,],

La norme d’un vecteur ||| = /(v1)? + (v,)2,

Le vecteur nul (et de norme nulle) est noté 0.1lna pas de
direction déterminée et peut étre représenté par n'importe quel

point6 = v, v1] = [V, V5] ...



Le concept d’addition

La chasse au trésor:
e A partir du point O, faire 10 pas dans la direction X,
e Puis 3 pas dans la direction Y.

Notez que par définition du vecteur, 10 pas dans la direction X
correspond a un vecteur X uniguement défini (direction +
longueur), idem pour Y !

)?/'
v

T~



Le concept d’addition

La chasse au trésor:
e A partir du point O, faire 10 pas dans la direction X,
e Puis 3 pas dans la direction Y.

Notez que par définition du vecteur, 10 pas dans la direction X
correspond a un vecteur X uniguement défini (direction +
longueur), idem pour Y !

v=X+



lllustration en 2 dimensions

A
w1 (V3] U1 |
— -
w9 U9 V9o
w2
[ U1 T U1
U2 T V2 L
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Addition de vecteurs

Pour 2 vecteurs X = (x1,x,) ety = (y41,y,) donnés, on définit la
somme des vecteurs

V=X+y=(x;+y,% + ;)

La somme est commutative ! (Facile a vérifier gé¢ométriguement) !

-
e
e
'
7
7
7
7
7
7
e
7
e



Relation des Chasles

Tout vecteur est uniquement déterminé par 2 points (son origine et
son arrivée).

Notons ¥ = AB le segment orienté et y = BC, alors on la relation
de Chasles donnera

AC = AB + BC

o
\
\\\

a



Addition de vecteurs a n dimensions

w1 U1 U1 U1 + v

Wny Unp Un Uy + Up



'élément neutre

Il existe un élément neutre pour 'addition, a savoir 0, car

¥X+0=0+%=x



Le vecteur inverse

Tout vecteur X a un vecteur inverse —x de sorte que



Exercice

Trouver |'inverse des vecteurs suivants



Soustraction de vecteurs

La soustraction d’un vecteur n’est rien d’autre que I'addition de
I'opposé du vecteur



Le concept de |la soustraction
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Propriétés de I'addition

Soient X, y et Z trois vecteurs quelconques, alors

« Commutativité: X+y=y+x
 Associativité : (X+y)+Z=x+(y+2)
* Elémentneutre: x+0=0+x=x

e Existence d’un élément inverse :



Multiplication par un scalaire

Soient X un vecteur et 1 € R un scalaire, alors on définit le produit
scalaire comme

AXX=Ax = (A Xx, A X x5)

Cela revient a multiplier chaque élément du vecteur par le méme
scalaire.



Note

La direction du vecteur résultant est la méme
gue le vecteur d’origine,

La multiplication scalaire allonge / raccourci ou
inverse le vecteur multiplié

—_
——
—_—
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Exercice

Soient X = (x4, x,) un vecteur et A € R un scalaire, montrez que

1A% = 2] x [Ix]I.



Exercice - corrige

IAx|| = \/(/bﬁ)z + (Ax3)?% = \//12(951)2 + A2(x3)?

= JA2((x)? + (x2)?) = 1Al X/ (x)? + (%)

= |A] x [Ix]]



Propriétés de la multiplication par
un scalaire

Soient X, y deux vecteurs et A, u € R deux scalaires quelconques,
alors

e AZ+P) = AR+ AP
e A4+ pu)x=2Ax+ux
o (Axp)x=2A(ux)
+ 0%=0
e 1
e A

Ol KRy O

Ol Ry



Combinaison linéaire

Soient X, y deux vecteurs et A, u € R deux scalaires quelconques,
alors le vecteur Z suivant est appelé une combinaison linéaire des
deux vecteurs x et y

-

Z=Ax+py

Cela s’applique également a un ensemble plus grand de vecteurs
X1, Xq, ..., Xy €t de scalaires 14,15, ..., Ay et

Z — 2.13_6')1 +/123_C)2 + -+ AN')?N



Dépendance linéaire

Deux vecteurs X, y sont dits linéairement dépendants s’il existe un
scalaire non-nul A, u € R* tel que

A+ uy=0

S’il n’existe pas de combinaison linéaire de ce type, on dit que X et y
sont linéairement indépendants.

Des vecteurs linéairement indépendants son également dits
«libres», alors que s’ils sont dépendants, on dira gu’ils sont «liés».



Exercice

Montrez que deux vecteurs X, y linéairement dépendants si et
seulement si il existe un scalaire non-nul A € R* tel que

A% =



Exercice

Preuve de si et seulement si => deux sens
A: X et y sont linéairement dépendants
B: il existe A € R* tel que y = Ax

A => B: par définition, si deux vecteurs sont liés, alors il existe

U1, My € R tels que (% + ppy = 0, donc iy X = —p, .
Or, comme u, # 0, on peut diviser par —u, et on aura

H1 _ 3
—HU2
Il suffit de poser A = _“—;2 #+ 0 (car uq et u, sont non nuls). Ce qui

prouve A=>B!



Exercice - suite

B=>A:SiAx =y, posons u; = A et u, = —1, alors on a que
U1, U2 € R".

De plus

Wmx+puy =+ (-1)y=y-y=0
Il existe donc une combinaison linéaire des deux vecteurs avec deux
scalaires non-nuls (4 et -1) qui engendrent le vecteur nul, donc que
X et y sont linéairement dépendants.
Ce qui prouve B=>A|



Base Génératrice

Soit V5, 'ensemble de tous les vecteurs du plan.

On appelle une base génératrice (ou simplement base) de V, un
ensemble de vecteurs B = {e;, e, } tels que tout vecteur x € 1/,
peut s’écrire comme une combinaison linéaire de e, et e,.
Autrement dit,

Vx €EV,,AA, 1, ER |x=A;-e;+ 4,6

On appelle le couple (14, 1,) les composantes de x dans la base B,

et on peut écrire
- A
#=(3)
A2/ g



Exemples de bases génératrices

5/'

Une base peut étre quelconque

—
€1

Base orthogonale :

les vecteurs sont perpendiculaires



Note

Il est possible d’avoir une base génératrices avec plus de 2 vecteurs
dans I/, (p.ex. 3 vecteurs linéairement indépendants entre eux).

Toutefois, le 3¢ vecteur pouvant étre écrit comme combinaison
linéaire des deux premiers, il n’a que peu d’utilité dans la base
génératrice.



Exercice :

Trouvez 3 vecteurs linéairement indépendants dans V, et prouvez
qgue le 3¢ vecteur trouvé peut étre écrit comme combinaison
linéaire des deux premiers.



Base Orthonormee

Soit V5, 'ensemble de tous les vecteurs du plan.

On appelle une base orthonormée de V, un ensemble de vecteurs
B = {e,, e,} tels que

* e; 1 e, (e, estorthogonal avece,),
* |letll=llezll = 1.



Ecriture en base

Soit B = {e;,e,} une base V, etx,y €V, tels que
- /11 - U1
X = (/12)3 ety - (uZ)B

Alors
s, s (Mt .u1)
X+y= (
Y Ay + U/ g

Et
a')ll

af-X:(a./’tz)B



Repere vs Base

Un repere est défini par trois points non-alignés 0, X,Y € V,. Alors
on dira que la base B = {0X, 0Y} est la base engendrée par le
repere {0, X,Y}.

X
o X

° §1=W
® @



Repere vs Base

On parlera de repere orthonormé si la base engendrée par les
repere est orthonormeé.

Exercice : trouvez un repere orthonormé.



En 3 dimensions

En 3 dimensions, un vecteur sera représenté dans un repere a 3
composantes. La base canonique est

e, =(1,0,0),&, = (0,1,0) et &5 = (0,0,1)



Vecteur orthogonaux

Si x et y sont des vecteurs orthogonaux (a angle droit), nous savons
(par Pythagore) que

Ix + ylI2 = llx]1* + lly1I°

Que se passe-t-il si 'angle entre x et y n’est pas droit (/2) ?

%
/9



Dans le repere orthonormé

X2

A
X
J% v
X1

Relations trigonométriques

0=a —p
_x _x
cos(@) =15 Sin(@) =17
A Y2
cos(B) =151 sin(B) =151



Calcul de I'angle

cos(6) = cos(a — B) = cos(@) - cos(B) + sin(a) -sin(B) = K24 122

X1 Y1+ X0 Y2
x|l - 1ly]

X1:Y1+x3
9=Arcos< 1° V1 2 J’z)

- 1yl



Produit scalaire

On définit le produit scalaire entre 2 vecteurs de maniere suivante

-

XYy =Xy Y1 +X3° Y7

Avec cette définition, nous obtenons que

-_—

Xy
X1 - lyl

cos(0) =



Exercice

Montrez que ||x||? = X - x
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Preuve

1x]1* = xf + x3

=l O
=

X = Xy x) +xp 0%, = x% + x5 = ||x]|?.
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Exercice

Montrez que x - y = ||x]| - ||¥]| - cos(8)
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Preuve

Partons du sens inverse, et notons que, comme nous 'lavons vu
%y
x|l >l

précédemment, cos(6) =

Alors

-

N

R ~ —uzn. s Xy =
Il - Ly Il - cos(8) = Nlxll - Iyl sy = % - -




Autres relations

x-y) =A%)y =x-(4y),

°
wn

= 0 si et seulementsix - x = 0.

Inégalité de Cauchy-Schwarz
* x-yl < x| - iyl

On peut en déduire que

. 1< XY 4 | Y 0
= 7 S 1 (rappelons que zm=r = cos(60) )

-




Interprétation geéomeétrique

6 angle aigu 6 angle obtus

X

\ 0
0

] |

-

X

’
=

X
Si x' est la projection orthogonale de x sur y, alors

x -y =||x"|l - Iyl si @ estun angle aigu (0 < 6 < g) et

% -y =—l%'ll - yll si 6 est un angle aigu (- < 6 < ).

. . - - . . T
Le cas particulier est x -y = 0 si et seulementsi 8 = =



Composantes

x' est la projection orthogonale de x sur y, et x” est la composante
perpendiculaire de x. Alors on a les relations suivantes

et

%)

x
II 12



Exercice
Les paires de vecteurs suivants sont-ils orthogonaux ?

(2,7) et y =(-8,2),
(1,7) et y = (-21,3),
(—1,5,2) et y = (4,-2,7).

X
¢ X
X



Corrigé

Par définition, si x et y sont orthogonauxsi 8 = /2, donc
sicos(8) =0.
Or, pour deux vecteurs non-nuls, on a que

Xy
cos(9) = Em
[l suffit donc de calculer les produits scalaires et vérifier
s’ils valent 0. Si oui, les vecteurs sont orthogonaux, sinon,

ils ne le sont pas!

= 0 si et seulementsix -y = 0.

e (2,7)-(—8,2) = —-16+ 14 = —2 # 0 => NON, pas orth.

 (1,7)-(—21,3) = =21+ 21 = 0 => 0OUI, ils sont orth.

e (=1,5,2)-(4,—2,7) = -4 — 10 + 14 = 0 => OUI, ls
sont orth.



Exercice

Calculez I'angle entre les vecteurs suivants :
x=(2,3)et y=(51).



Corrigé

Rappelons que que

—_ —_—

Xy
Xl - ly1]

cos(0) =

or, [|lx|| = V22 + 32 =+/13
or, ||y|l = V52 + 12 = +/26
Et f}7=xly1+ny2=25+31=13

Donc cos(0) = s ___ 18 _ 13 _1_w
V1326 V1322 13-v2 V2 2

Il s’agit donc de trouver

6 = Arcos (g) = %.



Addition et multiplication par un
scalaire

Soient x = (x4, X3,%3), Y = (¥1,¥2,¥3) deux vecteurset 1 € R un
réel, alors

Les propriétés de I'addition et de la multiplication par un scalaire
sont valables (commutativité, associativité, existence de I'élément

IIIII



Corps commutatif

Un corps commutatif est un ensemble K muni de deux opérateurs :
I"addition +: K - Ket
la multiplication -: K - K.
De plus, on a que
0 € K (élément neutre de I'addition),
1 € K (élément neutre de la multiplication),
+ et - vérifient les propriétés usuelles (commutatif, associatif,...)

Les éléments de K sont appelés des scalaires.



Espace vectoriel

Un espace vectoriel de dimension n est un ensemble E = K™ est
I'ensemble des points suivants :
E=K"= {x=(xq,..,y)|y; EK,i=1,..,n}.

E muni de deux opérateurs :
I"addition +:FE > Eet

la multiplication scalaire - : K X E = E.

Les éléments de E sont appelés des vecteurs.



Exemples d’espaces vectoriels

e L'ensemble des réels R",

* L'ensemble des entiers Z™,

* L'ensemble binaire {0, 1}",

* Lespace des fonctionsréellesf : R — R munidela
somme et de la multiplication scalaire suivants, avec
f:R->R g:R > Retie R

(f+9)x) =fx)+gx), VxeR,
A-flx)=21-f(x), Vx ER.



Remarques

« Un vecteur x unique engendre droite D. 'ensemble {6} U D est
un espace vectoriel a 1 dimension.

« Deux vecteurs linéairement indépendants x et y engendrent un

plan II. 'ensemble {6} U IT est un espace vectoriel a 2
dimension.

* Trois vecteurs linéairement indépendants engendrent un espace
de dimension 3.

Note: la dimension du vecteur doit étre au moins aussi grande que
I'espace engendré !



Exercice

* Soit K = {0, 1} 'ensemble des bits,
* Trouvez les opérateurs de K un corps commutatif.



Exercice - Corrigé

e Définissons I'addition OR || : K — K tel que
0[/]10=0,1]10=1,0||1=1,1||]1 =1

On vérifie aisément que||possede I'élément neutre 0 et gqu’il est
commutatif et associatif.

e Définissons la multiplication AND & : K — K tel que
0&0=0,1&0=0,0&1 =0,1&1 =1

On vérifie aisément que & possede I'élément neutre 1 et gu’il est
distributif par rapport al|.

{{0,1}, ||, &} est donc un corps commutatif.



Exercice - Remarque

e Cela fonctionne aussi avec I'addition XOR @: K — K tel que
00=0,10=1,01=1,16p1=1.

En effet, on peut écrire @ en fonction de || et & de la maniere
suivante :

x@y=x&y)&(x+y)

1six=0

. est 'opérateur d’inversion.
Osix=1

avec x = {

x @ y est donc une combinaison linéaire de x et y. Donc, comme
{K, ||, &} est un corps commutatif, {K,D, &} le sera aussi.
Le méme raisonnement s’applique pour I'espace vectoriel K™.



Equations vectorielles de la droite

Nous avons vu qu’une droite est uniguement définie par deux
points.

Un vecteur X est uniquement déterminé par sa direction, sa
longueur et son sens (représenté ici dans une base orthonormée
quelconque). Il nous suffit donc de connaitre un point A par lequel
passe une droite pour décrire tout autre point P de celle-ci.

=N

x/'

v



Equations vectorielles de la droite

En notation par segments, cela nous donne

OP = 0A +t X x, teR

Ce qui peut également s’écrire

()= () ex (D).

=N

2£/'

T d




Equations vectorielles de la droite

Nous appelons équations paramétriques d’une droite le systeme
d’équations suivantes :

=a, +tXXx
{p1 1 1 1 e R

P, =ay +1 X x5’
Ce qui donne, en isolant t, I'équation cartésienne suivante :

P1X2 — P2X1 + azX1 — a1x3 =0



Equations vectorielles de la droite

Etant donné un vecteur x, il n’existe qu’une seule direction
orthogonale a ce dernier. Donc, nous pouvons a nouveau définir
une droite, cette fois-ci avec un vecteur orthogonal a la droite :

v



Equations vectorielles de la droite

Par la définition du produit scalaire, nous savons que

AP -Xx =0
Or AP = OP — OA, d’ou la relation suivante :

AP-X =(OP—0A)-x=0P-x—0A-x

Constante ¢

= (g;) ‘ (2) — (Z;) ' (2) = pP1X1 T P2X; - a1x1/\— azx;

= p1X1 + P2x, +¢c =0

C’est bien I'équation d’une droite, car....



Equations de la droite

Une droite d est définie par 'ensemble des points suivants :
d={(p,p)laxXp;+bXp,+c=0,a,b,c €R}

Cette droite a pour vecteur directeur d = (_ab) etsib # 0, la pente

de la droite est %.

NOTE: en réarrangeant et en remplagant p; - x et p, - —y on

obtient bien une équation de la forme

y=-x+tc



Exercice

1) et de

Trouvez I'équation de la droit passant par le point A = (5

vecteur directeur d = (_23).

Quelle est sa pente ?



Exercice - Corrigé

P1

Selon la formule vectorielle, nous avons que tout point (p
2

)dela

droite peut s’écrire sous la forme

P1\ /1 -3\  (1-—-3t
() = (5) ¥ 12 (5) = (55 20)
En éliminant t dans le systeme d’équations suivant, on obtient
1-p _ b2~ 5
3 2
Et donc en multipliant par -6 des deux c6tés et en déplacant les

termes on obtient I'équation de la droite
2p1 +3p, —17 =0
La pente est définie par% = %car estb =30

t =




Géométrie vectorielle dans R?

Notez que dans R3, nous utilisons la notation suivante :

X1
Le vecteur : x=\|%X2],
X3

La norme : x| = \/xlz + x% + x%,

-_ -_—

Le produit scalaire: x -y =x1y1 + X3Y> + X3Y53 .




Equations de la droite dans R?

Dans I'espace R?, nous avons vu que I'ensemble des points définis
par une équation du type a X p; + b X p, + ¢ = 0 est une droite.

Que représente I'ensemble des points qui satisfont une équation du
méme type dans R3:

axXp,+bXp,+cXp3+d=07?

Réponse: Il ne s’agit plus d’une droite, mais d’un plan !




Le produit vectoriel

Nous avons déja vu 2 types de multiplications avec les vecteurs,
nous en introduisons ici un troisieme : le produit vectoriel.

Multiplication par un Produit scalaire Produit vectoriel
scalaire
A X% iy Ay
X: RXR3 = R3 CREXRI=R A REXR3 = R3
. . Un vecteur multiplié par un Un vecteur multiplié par un
Un scalaire multiplie un vecteur, , ,
, autre vecteur, le résultat est un  autre vecteur, le résultat est un
le résultat est un vecteur ! .
scalaire ! vecteur!

ATTENTION : le produit vectoriel n’a pas de sens dans R? !! Nous
allons voir pourquoi !




Le produit vectoriel

Nous avons déja vu 2 types de multiplications avec les vecteurs,
nous en introduisons ici un troisieme : le produit vectoriel.

Ny
Il
>




Regle du tire-bouchon

Il est important de noter dans quel sens le vecteur perpendiculaire
se dirige — on applique pour cela la regle du tire-bouchon |




Base directe vs indirecte

U'ordre des vecteurs de base importe. Nous noterons deux types de

bases (by, by, by ) — les bases directes et les bases indirectes -

Base directe : 73 = b1\ A bZ\ Base indirecte : b? = —bT/\ b?

—_—

bs



Produit vectoriel

Soient x = (x4, x5, x3) et y = (y4, V4, y3) alors on définit le produit

vectoriel par
Xy X Y3 — X3 X Y3
XNy =|X3 XY — X1 XY3

X1 XY — XX Yq



Equations paramétriques d’une
droite

Soit une droite de direction d = (d4,d,,d3) et passant par le point
A= (al, az, ag).

Alors pour tout point X = (x4, x,, x3) de la droite on a que

0X =0A+txdteER.

X1 aq d1
<x2> = <a2> +t x| d,
X3 as d3

Cela s’écrit aussi



Equation paramétrique d’une
droite

Apres isolation de la constante t, cela nous donne le systeme
d’équations suivantes :

X1 —A1 Xy — Ay X3 — a3
t = — =
dq d, d;

Note : nous avonsiciqued; #0,d, #0etd; #0.

En utilisantt =t 4+ t — t nous obtenons que tout point de la droite
satisfait
X1—Qa1 Xo,—ay X3—0a
| 1 X2 2 X3 3

dy dy ds




Exercice

Calculez I'équation de la droite passant par le point (2,—1, 3) et
de direction (1,%, —2).

Calculez le point d’intersection de cette droite avec le plan z =
0.



Exercice

1. Selon les équations précédentes, nous avons que

x1—2_x2+1_x3—3

t = e =
1 1 —2
2
En posantquet =t —t 4+ t nous obtenons que :
X3 5

t=x1—2x2—7—5.

Par définition, le point A est la solution pourt =0 (A + 0 X d =
A). Vérifions A = (2,—1, 3) nous avons bien :

2 —2(-1) . 5—2+2 8—0
2 2 2



Exercice

2. Nous devons trouver le point de la droite ci-dessus tel que x3 =
0 (car se trouve sur le plan z = 0). Cela donnes les équations

t_xl_z_x2+1_0_3_3
1 1 =2 2

2

Ce qui nhous donne que

x1—2
1

3 1

2x, + 2 = Edoncxz = -3

3 7
= - doncx; =-et
2 2

Donc le point d’intersection de la droite avec le plan z = 0 se fait au
oint (£, —3,0)
p 2) 4) °



Equations paramétriques du plan

Un plan est uniquement défini dans R3 par :
* 3 points non colinéaires,
* 1 point et 1 droite ne passant pas par le point,
e 2 droites non colinéaires (distinctes)
* 1 point et un vecteur orthogonal au plan (vecteur normal).

Nous allons ici décrire I'équation paramétrique d’un plan obtenu
par un point et un vecteur orthogonal.

Notez que, par exemple, avec 3 points, nous pouvons définir 2
vecteurs et qu’avec le produit vectoriel de ces deux vecteurs, nous
obtenons un vecteur orthogonal au plan |



Equations paramétriques du plan

Soit A = (aq, a,, as) le point et n = (nq, n,,n3) le vecteur normal
au plan.

Alors pour tout point X = (x4, x,, x3) dans le plan, nous avons que
X1 — aq
AX =X —az | 1 n,
X3 — as
Donc, par définition de l'orthogonalité, nous avons que

—
—_—

AX -n=0.



Equations paramétriques du plan
Or, AX -7 = 0 implique que
(x; — a;) X1y + (t, — ay) Xy + (X3 — as) X ng = 0.
Donc
Xy + NyXy + NaXs — Mg — NyQy — NaAg = 0.

Nous retrouvons donc I'équation du plan du type
ax; +bx, + cx; +d = 0.



Exercice :

Calculez I'équation paramétrique du plan point (2,1, —8) et
orthogonal au vecteur (1, V2, %).

Quelle est I'équation paramétrique de l'intersection de ce plan
avec le plan horizontal x = =2 7?



Corrigé :

1. Tout point X = (x4, x5, x3) du plan satisfait I'équation
parameétrigue suivante :

X —8
1X1+\/EXZ +73—2—\/E_7=O,

Soit

X
x1+x/§x2+73+2—x/§=0,

Vérifions que A est bien dans le plan :

—8
1-2+\/§-1+7+2—x/§=2+\/§—4+2—\/§=0!



Corrigé :

2. Nous désirons trouver I'équation paramétrique de la droite
intersectant le plan x = —2.

Pour ce faire, il nous suffit donc de fixer x; = —2 dans I'équation
paramétrique du plan, soit

X
—2+\/§x2+73+2—\/§=0,

Autrement dit, on a I'équation paramétrique de la droite suivante :

X
\/zxZ +73_\/§:O



Equations paramétriques du plan —

3 points
Soient A = (aq,a,,a3), B = (b1, by, b3) et C = (cq, Cy, c3) trois
points non colinéaires. Nous cherchons le plan passant par ces trois
points.

Calculons d’abord les deux vecteurs suivants :
bl — a1 L Cl — a1
AB=|by,—a, | etAC =|Cx—ay|.
b3 — a3 C3 _ a3

Ces deux vecteurs doivent étre linéairement indépendants !



Equations paramétriques du plan —

3 points
Soient A = (aq,a,,a3), B = (b1, by, b3) et C = (cq, Cy, c3) trois
points non colinéaires. Nous cherchons le plan passant par ces trois
points.

'équation du plan se présente sous la forme
ax, + fx, +yx3+ 86 =0.
Comme nos 3 points font partie de ce plan, nous obtenons le
systeme d’équations suivant :
(aa, + Ba, +yaz +6 =0
aby + b, +yb;+6 =0
Lacg + ey +yc3+0 =0

A




Equations paramétriques du plan —
3 points

'équation du plan se présente sous la forme

ax, + fx, +yx3+6=0.
Comme nos 3 points font partie de ce plan, nous obtenons le
systeme d’équations suivant :

faa1+,3a2+]/a3+5=0
<ab1+ﬁb2+)/b3+5:0
\acl +IBC2 +)/C3+6:O

Il nous faut trouver les constantes «, et y pour trouver I'équation
du plan. Notez gu’il existe une infinité d’équations du plan (une
pour chaque valeur de 6 € R).



Exercice :

Trouvez une équation parameétrique du plan passant par les
points4A =(1,—-1,3),B=(3,1,2)etC =(3,2,1).



Corrigé :

Le systeme d’équations a résoudre est points A = (1,—1,3), B =
(3,1,2) et C = (3,2,1).

(a—fF+3y+6=0
3a+p[+2y+56=0
Ba+26+y+0=0

En soustrayant les 2 derniere lignes on obtient
B3—-3)a+1-2)+2—-1Dy+(1—-1)6 =0,doncy = B.

A

Remplacons partout, cela donne
(a—B+38+85=a+26+6=0
Ba+L+26+6=3a+36+5=0
\ y=F5




[ ] V4
Corrige :
Soustrayons 3x la ligne 1 a la ligne 2 on obtient
(=3+3)a+(—6+3)+ (—3+1)6 = 0, nous avons donc que

ﬁ - 3 -
Remplacons partout, cela donne
,
=—=0
73
1B = - )
F="3
U

Nous avons donc une équation paramétrique du plan qui dépend de § — si nous
choisissons une valeur (p.ex. § = 3 pour annuler les fractions), cela nous donne
I’équation du plan suivante :

1l-xy—2-x,—2-x3+3=0.



Corrige :
Vérifions si nos points sont bien solutions de |'équation :

Avec A = (1,-1, 3)
1-1-2-(-1)—2-3+3=14+2-6+3=0.

Avec B = (3,1, 2)
1-3—2:-1—-2:-24+43=3-2—-4+3=0.

Avec C = (3,2,1)
1-3—2:-2—-2:-14+43=1—-4-24+3=0.

Les trois points sont donc bien dans le plan défini par I'équation !



